Foglio 12 - Numeri Complessi by Bonfiglioli, Andrea
Esercitazioni di Analisi Matematica  Prof. A. Bonfiglioli
Numeri complessi
I Esercizio 1. Per ciascuno dei seguenti numeri complessi z,
 nel piano complesso C, disegnare z e il suo coniugato z;
 portare z in forma algebrica, se è scritto in forma di punto di R2 (ad esempio (2; 3) diventa
2  3 i);
 portare z in forma di punto di R2, se è scritto in forma algebrica (ad esempio 7+ i diventa (7; 1));
 trovare il modulo di z e interpretarlo geometricamente (sulla gura).
Numeri complesi da considerare (e è il numero di Nepero):
2  i; 2 + i;  2  i;  2 + i; 1
2
  i
2
3; ; i;  i; 0; i e;  e; 1=2;  i=7
1  ie; 1 + i e;  1  i e;  1 + i e; 1
e
+
2i
e
;
3  4 i; 3 + 4 i;  3  4 i;  3 + 4 i; 4
3
  3
4
i;
(1; 1); ( 1; 1); (2; 0); (0; 4); (0; 0);
( 3; 5); (3; 5); (e; 0); (0; ); (; e);
(1=n; 1=n) con n = 1; 2; 3; 4; 5;
(n; n) con n = 1; 2; 3; 4; 5;
(0; n) con n = 1; 2; 3; 4; 5;
( 1; n) con n = 1; 2; 3; 4; 5.
I Esercizio 2. Per ciascuna delle seguenti coppie di numeri complessi z1 e z2, trovare in forma
algebrica, il prodotto z1  z2 e il quoziente z1
z2
. Ricordare la formula
1
a+ ib
=
a  ib
a2 + b2
8 a; b 2 R; (a; b) 6= (0; 0):
1
Coppie di numeri da considerare:
z1 = 2  i; z2 = 2  i;
z1 = 2 + i; z2 = 2  i;
z1 = 1; z2 = 3 + 4i;
z1 = 3  4i; z2 =  1;
z1 =  5 + i; z2 = i;
z1 = i; z2 =  5  i;
z1 = 2 + i; z2 = 3  4i;
z1 = 3  4i; z2 = 2 + i;
z1 =  3 + 4i; z2 =  2  i;
z1 =  3 + 4i; z2 = 1p
2
+
ip
2
;
z1 =  i; z2 =
p
3
2
+
i
2
;
z1 =
p
3
2
+
i
2
; z2 =
1p
2
+
ip
2
:
I Esercizio 3. Quali dei seguenti numeri complessi appartengono alla circonferenza trigonometrica
S1 = fz 2 C : jzj = 1g?
i; 2  i;  i; 0;  5 + i;  3 + 4i; 1;  
p
3
2
+
i
2
;
p
3
2
  i
2
;
1p
2
+
ip
2
;  
p
2
2
+
i
p
2
2
:
Stessa domanda, considerando i complessi coniugati dei numeri suddetti.
Per risolvere i seguenti problemi è utile tenere a mente che la funzione arctg è dispari:
arctg ( x) =  arctg x; per ogni x nel dominio di arctg ,
e ricordarne i seguenti valori notevoli:
arctg (0) = 0; arctg (1) =

4
; arctg
 1p
3

= arctg
p3
3

=

6
; arctg (
p
3) =

3
:
I Esercizio 4. Trovare l'argomento principale Arg(z) dei seguenti numeri complessi z (si ricor-
di che Arg(z) 2 [ =2; 3=2[) possibilmente senza fare calcoli, ma solo da considerazioni geometri-
che (a partire dalla rappresentazione geometrica sul piano complesso e da semplici considerazioni di
trigonometria):
1. z =  8i [ =2]
2. z =  1 []
3. z =  1 + i [3=4]
2
4. z =
1p
2
+
ip
2
[=4]
5. z = 1974 [0]
6. z =  
p
3
2
+
i
2
[5=6]
7. z =  1
2
 
p
3
2
i [4=3]
8. z =  1
2
 
p
3
2
[]
9. z = 8  8 i [ =4]
10. z =
1
2
  i
p
3
2
[ =3]
11. z = 100 i [=2]
12. z = 1 [0]
13. z =  1  i [5=4]
14. z = 15 + 15 i [=4]
15. z =
p
3
2
+
i
2
[=6]
16. z =
p
3
2
+
1
2
[0]
17. z =  100  100 i [5=4]
18. z =
1
2
+ i
p
3
2
[=3]
19. z = 2 + 2 i [=4]
20. z =  i [ =2]
21. z =  
p
2
2
+
i
p
2
2
[3=4]
22. z =
i
p
2
2
[=2]
23. z =  
p
3
2
  i
2
[7=6]
24. z =  2 []
25. z = 1  i [ =4]
26. z =  7 + 7 i [3=4]
27. z =  
p
2
2
  i
p
2
2
[5=4]
28. z =   i
p
2
2
[ =2]
29. z =
p
3
2
  i
2
[ =6]
3
30. z =  1
2
+
p
3
2
i [2=3]
[Attenzione! log(1=2) è un numero reale e negativo...]:
31. z = log(1=2) []
32. z =   log(1=2) [0]
33. z = i log(1=2) [ =2]
34. z =  i log(1=2) [=2]
I Esercizio 5. Trovare l'argomento principale Arg(z) dei seguenti numeri complessi z (si ricordi che
Arg(z) 2 [ =2; 3=2[); anche in questo esercizio basta fare semplici considerazioni geometriche...
1. z =
100p
2
+
100 ip
2
[=4]
2. z =  p3 + i [5=6]
3. z =  2  2p3 i [4=3]
4. z =
p
3
2
  i3
2
[ =3]
5. z =
5
p
3
2
+
5 i
2
[=6]
6. z =  10000  10000 i [5=4]
7. z = 1 + i
p
3 [=3]
8. z =  
p
2
200
+
i
p
2
200
[3=4]
9. z =  
p
3

  i

[7=6]
10. z = e  i e [ =4]
11. z =  715 + 715 i [3=4]
12. z =  
p
2p
99
  i
p
2p
99
[5=4]
13. z =
p
3
e
  i
e
[ =6]
14. z =  100p3 + 300 i [2=3]
I Esercizio 6. Trovare l'argomento principale Arg(z) dei seguenti numeri complessi z (si ricordi che
Arg(z) 2 [ =2; 3=2[); in questo esercizio occorre applicare la formula spiegata a Lezione...
1. z = 5 + 6 i

arctg
6
5

2. z =  5 + 6 i

 arctg
6
5

+ 

3. z =  5  e i
h
arctg
e
5

+ 
i
4
4. z = 5  16 i

 arctg
16
5

5. z = 4 + 8 i [arctg (2)]
6. z =  4 + 8 i [ arctg (2) + ]
7. z =  4  8 i [arctg (2) + ]
8. z = 4  8 i [ arctg (2)]
9. z = 14 + 7 i

arctg
1
2

10. z =  14 + 7 i

 arctg
1
2

+ 

11. z =  14  7 i

arctg
1
2

+ 

12. z = 14  7 i

 arctg
1
2

[Attenzione! log(1=2) è un numero reale e negativo...]:
13. z = 1 + i log(1=2) [arctg (log(1=2))]
14. z = 1  i log(1=2) [ arctg (log(1=2))]
15. z =  1 + i log(1=2) [ arctg (log(1=2)) + ]
16. z =  1  i log(1=2) [arctg (log(1=2)) + ]
17. z = log(1=2) + i

arctg
 1
log(1=2)

+ 

18. z = log(1=2)  i

 arctg
 1
log(1=2)

+ 

19. z =   log(1=2) + i

 arctg
 1
log(1=2)

20. z =   log(1=2)  i

arctg
 1
log(1=2)

I Esercizio 7. Scrivere in forma trigonometrica o esponenziale (è precisato in ciascun caso) i seguenti
numeri complessi:
1. z = 3i (forma trig.) [3 (cos (=2) + i sin (=2))]
2. z =  15 (forma esp.) 15 ei 
3. z =  100 i (forma esp.)
h
100 e i =2
i
4. z =
p
3
2
+
i
2
(forma trig.) [cos (=6) + i sin (=6)]
5. z =
100p
2
+
100 ip
2
(forma esp.)
h
100 ei =4
i
5
6. z =
5
4
+
5
p
3 i
4
(forma trig.)

5
2
(cos (=3) + i sin (=3))

7. z =  i (forma esp.)
h
 ei =2
i
8. z =  100p3 + 300 i (forma trig.)
h
200
p
3 (cos (2=3) + i sin (2=3))
i
9. z =  715 + 715 i (forma esp.)
h
715
p
2 ei 3=4
i
10. z =  
p
3
2
+
i
2
(forma trig.) [cos (5=6) + i sin (5=6)]
11. z =  
p
3

  i

(forma esp.)

2

ei 7=6

12. z =  10000  10000 i (forma trig.)
h
10000
p
2 (cos (5=4) + i sin (5=4))
i
13. z =  2  2p3 i (forma esp.)
h
4 ei 4=3
i
I Esercizio 8. Scrivere in forma esponenziale i seguenti numeri complessi:
1. z = 3 + 4i
h
5 ei arctg (4=3)
i
2. z = 3  4i
h
5 e i arctg (4=3)
i
3. z =  3 + 4i
h
5 ei i arctg (4=3)
i
4. z =  3  4i
h
5 ei+i arctg (4=3)
i
5. z = 2 + 5i
hp
29 ei arctg (5=2)
i
6. z = 2  5i
hp
29 e i arctg (5=2)
i
7. z =  2 + 5i
hp
29 ei i arctg (5=2)
i
8. z =  2  5i
hp
29 ei+i arctg (5=2)
i
9. z = 5 + 12i
h
13 ei arctg (12=5)
i
10. z = 5  12i
h
13 e i arctg (12=5)
i
11. z =  5 + 12i
h
13 ei i arctg (12=5)
i
12. z =  5  12i
h
13 ei+i arctg (12=5)
i
13. z =
1
2
+ i
"p
5
2
ei arctg (2)
#
14. z =
1
2
  i
"p
5
2
e i arctg (2)
#
15. z =  1
2
+ i
"p
5
2
ei i arctg (2)
#
6
16. z =  1
2
  i
"p
5
2
ei+i arctg (2)
#
17. z =
3
2
+ 2i

5
2
ei arctg (4=3)

18. z =
3
2
  2i

5
2
e i arctg (4=3)

19. z =  3
2
+ 2i

5
2
ei i arctg (4=3)

20. z =  3
2
  2i

5
2
ei+i arctg (4=3)

I Esercizio 9. Trovare le radici quadrate complesse dei seguenti numeri (è richiesta almeno la forma
esponenziale; per alcuni casi è possibile anche dare la rappresentazione algebrica in termini molto
espliciti, senza bisogno di ricorrere alle funzioni sin/cos):
1. z = 15
h
z0 =
p
15; z1 =  
p
15
i
2. z = 4 i
h
z0 = 2e
i =4 =
p
2 + i
p
2; z1 =  z0 =  
p
2  i
p
2
i
3. z =  5 i
h
z0 =
p
5e i =4 =
p
5=2  i
p
5=2; z1 =  z0 =  
p
5=2 + i
p
5=2
i
4. z =  6
h
z0 = i
p
6; z1 =  i
p
6
i
5. z = 1 + i
p
3
"
z0 =
p
2ei =6 =
p
6
2
+ i
p
2
2
; z1 =  z0 =  
p
6
2
  i
p
2
2
#
6. z =  100p3 + 300 i
h
z0 = 10
4
p
12 ei =3 = 5
4
p
12 (1 + i
p
3); z1 =  z0
i
7. z = 3 + 4i
24z0 = p5ei arctg (4=3)2 ; z1 =  z0 = p5ei arctg (4=3)2 + i
35
8. z = 3 + 5i
24z0 = 4p34ei arctg (5=3)2 ; z1 =  z0 = 4p34ei arctg (5=3)2 + i
35
9. z =  2 + 8i
24z0 = 4p68ei    arctg (4)2 ; z1 =  z0 = 4p68ei    arctg (4)2 + i
35
10. z =  2  7i
24z0 = 4p53ei  + arctg (7=2)2 ; z1 =  z0 = 4p53ei  + arctg (7=2)2 + i
35
11. z = 1  7i
24z0 = 4p50ei  arctg (7)2 ; z1 =  z0 = 4p50ei  arctg (7)2 + i
35
12. z = 2 + i
24z0 = 4p5ei arctg (1=2)2 ; z1 =  z0 = 4p5ei arctg (1=2)2 + i
35
7
13. z =  2 + i
24z0 = 4p5ei    arctg (1=2)2 ; z1 =  z0 = 4p5ei    arctg (1=2)2 + i
35
14. z =  2  i
24z0 = 4p5ei  + arctg (1=2)2 ; z1 =  z0 = 4p5ei  + arctg (1=2)2 + i
35
15. z = 2  i
24z0 = 4p5ei  arctg (1=2)2 ; z1 =  z0 = 4p5ei  arctg (1=2)2 + i
35
I Esercizio 10. Trovare le soluzioni complesse delle seguenti equazioni di secondo grado (di cui
alcune sono a coecienti reali):
1. z2 + 1 = 0 [z1;2 = i]
2. z2   1 = 0 [z1;2 = 1]
3. z2 + 4 = 0 [z1;2 = 2 i]
4. z2   4 = 0 [z1;2 = 2]
5. z2 + 5 = 0
h
z1;2 = 
p
5 i
i
6. z2   5 = 0
h
z1;2 = 
p
5
i
7. z2 + i = 0
"
z1;2 = e i=4 = 
 p
2
2
  i
p
2
2
!#
8. z2   i = 0
"
z1;2 = ei=4 = 
 p
2
2
+ i
p
2
2
!#
9. z2   4i = 0
h
z1;2 = 2 ei=4 = 
p
2 + i
p
2
i
10. z2 + 3 + i = 0
24z1;2 =  4p10ei  + arctg (1=3)2
35
11. z2 + z + i = 0
24z1;2 =  1
2
 1
2
4
p
17e
i
 arctg (4)
2
35
12. z2 + z + 3 = 0

z1;2 =  1
2
 1
2
i
p
11

13. z2 + i z + 3i = 0
24z1;2 =   i
2
 1
2
4
p
145e
i
 + arctg (12)
2
35
14. z2 + i z + 2 + 3i = 0
24z1;2 =   i
2
 1
2
p
15e
i
 + arctg (4=3)
2
35
15. z2 + (1 + i) z + 2 + 3i = 0
24z1;2 =  1 + i
2
 1
2
4
p
164e
i
 + arctg (5=2)
2
35
8
16. 4 z2 + 4 (1 + i) z   2 + 3i = 0
24z1;2 =  1 + i
2
 1
2
4
p
5e
i
 arctg (1=2)
2
35
17. z2   5z + 7 + i = 0
24z1;2 = 5
2
 1
2
p
5e
i
 + arctg (4=3)
2
35
I Esercizio 11. Trovare le radici n-esime complesse (con n specicato di volta in volta) dei seguenti
numeri complessi !:
1. n = 3; ! = 2 + 3i
24zk = 6p13ei arctg (3=2) + 2k3 con k = 0; 1; 2
35
2. n = 4; ! =  4 + 3i
24zk = 4p5ei    arctg (3=4) + 2k4 con k = 0; 1; 2; 3
35
3. n = 4; ! = 1
24zk = ei 2k4 con k = 0; 1; 2; 3
35
[si noti che qui % z0 = 1, z1 = i, z2 =  1, z3 =  i]
4. n = 4; ! = i
24zk = ei =2 + 2k4 con k = 0; 1; 2; 3
35
[disegnare queste " radici nel piano complesso]
5. n = 4; ! =  i
24zk = ei  =2 + 2k4 con k = 0; 1; 2; 3
35
[disegnare queste " radici nel piano complesso]
6. n = 4; ! =  1
24zk = ei  + 2k4 con k = 0; 1; 2; 3
35
[disegnare queste " radici nel piano complesso]
7. n = 6; ! = 1
24zk = ei 2k6 con k = 0; 1; : : : ; 5
35
[per quali valori di k qui " vengono le due radici reali 1 e  1?]
8. n = 4; ! =  4 + 2i
24zk = 8p20ei    arctg (1=2) + 2k4 con k = 0; 1; 2; 3
35
9. n = 5; ! = 4  2i
24zk = 10p20ei  arctg (1=2) + 2k5 con k = 0; 1; 2; 3; 4
35
10. n = 5; ! = 5  12i
24zk = 5p13ei  arctg (12=5) + 2k5 con k = 0; 1; 2; 3; 4
35
11. n = 6; ! = 1 + i
24zk = 12p2ei =4 + 2k6 con k = 0; 1; : : : ; 5
35
9
12. n = 7; ! =  1 + i
24zk = 14p2ei 3=4 + 2k7 con k = 0; 1; : : : ; 6
35
13. n = 8; ! =  1  i
24zk = 16p2ei 5=4 + 2k8 con k = 0; 1; : : : ; 7
35
14. n = 9; ! =  1
2
+ i
p
3
2
24zk = ei 2=3 + 2k9 con k = 0; 1; : : : ; 8
35
15. n = 10; ! =  50p3 + i 50
24zk = 5p10ei 5=6 + 2k10 con k = 0; 1; : : : ; 9
35
16. n = 6; ! = 64(3  4i)
24zk = 2 6p5ei  arctg (4=3) + 2k6 con k = 0; 1; : : : ; 5
35
17. n = 3; ! =  4 + i 4p3
24zk = 2ei 2=3 + 2k3 con k = 0; 1; 2
35
18. n = 6; ! =  4 + i 4p3
24zk = p2ei 2=3 + 2k6 con k = 0; 1; : : : ; 5
35
19. n = 4; ! =  8  i 8p3
24zk = 2ei 4=3 + 2k4 con k = 0; 1; 2; 3
35
[esprimere queste " radici anche in forma algebrica]
20. n = 5; ! =  1
2
+ i
p
3
2
24zk = ei 2=3 + 2k5 con k = 0; 1; : : : ; 4
35
21. n = 5; ! =  16 + i 16p3
24zk = 2ei 2=3 + 2k5 con k = 0; 1; : : : ; 4
35
22. n = 5; ! =  7
2
+ i
7
p
3
2
24zk = 5p7ei 2=3 + 2k5 con k = 0; 1; : : : ; 4
35
10
